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ABSTRACT: The initial flow of a KNUDSEN gas through a long,
thin tube is discussed. The intention is to determine from
the measured intensity of the outflow at the end of the tube
the distribution density of the sojourn of the £as molecules
on the tube wall. For this purpose an integral equation is
formed. Because of the complications involved a numerical
solution was not contemplated, an attempt being made instead
to approximate the known intensity of the outflow by trial
substitution of various sojourn distributions. This was aban-
doned owing to the enormous computing time required.

Further simulation is made to investigate the degree of
approximation with which the flow may be regarded as a
diffusion process, i.e. the approximation with which the
flow may be treated with the aid of the diffusion equation
and appropriate initial and boundary conditions. It is found
that the flow is not a diffusion process. The deviation is
caused by 5 to 9 % of the particles (those travelling too
far)s
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1. Das physikalische Problem

1.1. Einleitung

Die Theorie der Molekularstromung, die von KNUDSEN [ié] und
von M. v. SMOLUCHOWSKI [14] fiir sehr lange Rohre sowie

von P. CLAUSING [2] fiir Rohre beliebiger Linge aufgestellt
wurde, enthdlt eine Reihe von Voraussetzungen, die bei
vielen praktischen Stromungsproblemen nicht erfiillt

sind. Solche Voraussetzungen sind z.B.:

1) Das Gas soll sich auBerhalb der Rohrenden im Gleichge-
wicht befinden, so daB die Molekiile mit isotroper Rich-
tungsverteilung und der Stromdichte

(1Rdsl) q _—_%-i

durch die Rohrdffnung eintreten. Dabei ist m die Dichte
vor der Rohrdffnung und U= die mittlere Geschwindigkeit
der Gasmolekiile.

2) Der Dichtegradieﬁt im Rohr sei so klein, daB an jeder
Stelle des Stromungskanals die Abweichung vom Gleichge-
wicht klein ist. Dadurch wird gewdhrlelstet, daB Uberall
im Rohr - dessen axiale Koordinate wir mit z Dbezeichnen -
die Moleklilstromdichte auf die Wand

1. ) = 2@ v
(1.1.2) 7() v

ist.

3) Beim Verlassen der Wand soll die Richtungsverteilung der
Molekiile durch das Cosinusgesetz gegeben sein.

In letzter Zeit ist es immer mehr {lblich geworden, Stromungs-
probleme, bei denen eine oder mehrere der obigen Forderungen
nicht erfilllt sind, durch Monte-Carlo-Simulation zu behandeln
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(s.z.B. [3], o), [y, [15], [16], [17] ). a1le atese
Arbeiten behandeln jedoch nur stationdre Strémungsvorginge,
d.h. die lokale Gasdichte ist von der Zeit unabhéngig.

Nach einer Methode von P. CLAUSING [18] ist es moglich,
Verweilzeiten von Gasmolekiilen auf FestkOrperoberfldchen

mit Hilfe der Anlaufstrdmung zu messen. Da direkte Ver-
wellzeitmessungen HuBerst schwierig sind, besitzt die Metho-
de von CLAUSING auch heute noch groBes Interesse (s.z.B, [1§]
und [ég). Im vorliegenden Bericht wird gezeigt, wie weilt
eine Nachpriifung der Theorie der Anlaufstrdmung, die CLAUSING
zur Berechnung der Verweilzeit aufgestellt hat, mit Hilfe

der Monte-Carlo-Simulation m8glich ist.

Die Messung der Verweilzeit nach CLAUSING

In Figur 1 ist die Anordnung, die CLAUSING [18] verwendete,
schematisch dargestellt: Zwel Behdlter B und B sind durch
elne Kapillare K der Lange L miteinander verbunden. Der Ein-
fachheit halber hat die Kapillare kreisfdrmigen Querschnitt
vom Radius R . Es wird R <<l vorausgesetzt. Das Kapillaren-
ende in 31 ist durch ein schnell &ffnendes Ventil V' geschlos-
sen. Rohr und Behdlter werden zun#chst evakuiert und adsorbier-
tes Gas von den Widnden entfernt. Dann stellt man bei ge-
schlossenem Ventil V in J% einen Druck ﬁ ein, indem man

Gas aus dem VorratsgefdB € einstrdmen 1HBt. p, soll viel

grofer als das Endvakuum sein. Nun wird Eh von der Pumpe
abgesperrt und V gesffnet. Dabei strdmt Gas aus E' in das
Rohr und in _B2 . Dadurch steigt der Druck p an. Ff soll
konstant gehalten werden, und-wdhrend der ganzen Messung

soll p, << P4 gelten. Da die Gasmolekiile wegen ihrer end-
lichen Flugzeit und der Verweilzeit T eine gewisse Zeit

zum Durchlaufen des Rohres brauchen, #ndert sich Pa. zuerst
langsam und dann immer schneller, bis sich eine konstante
Anderungsgeschwindigkeit einstellt (station#drer Zustand).

Man vgl. Figur 2.

+) Statt "Verweilzeit wird im folgenden oft auch "Haftzeit"
gesagt.
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CLAUSING betrachtet die Anlaufstromung als eindimensionale
Diffusion. Die Koordinate parallel zum Rohr ist Z . Der
Rohreingang liegt bel z=0 , das Ende bei z=L. In einem
Rohrelement der Linge dz befinden sich c@d d=z Gasmolekiile.
Die Moleklilkonzentration c(z) setzt sich zusammen aus Mole-
kiilen im freien Volumen und adsorbierten Moleklilen. Die
Fldchendichte @ adsorbierter Moleklile ist klein genug, so
daB die Verweilzeit ¥ nicht von @ abh#ngt. Die Diffusions-
gleichung lautet dann

2
( ) Bc ) 3 c
1.2.1 = e aasa T S
ot Ve
Die Diffusionskonstante ) berechnet CLAUSING durch Vergleich
mit der stationdren Stromungsgleichung nach KNUDSEN [ié] zZu

¢ R?
(1.2.2) D == :
SEIE =

o

v- ist die mittlere Molekulargeschwindigkeit. Die L&sung
von (1.2.1) fiir die Anfangsbedingung

(1.2.3) fir =0 ist c¢=0

und die Randbedingung

40 orle - g ¢ el A % £
(1.2.4)
fir =z = L ist c=0

die durch das Experiment gegeben sind, lautet (s. CLAUSING)
3¢

“e L
(1.2.5) ( %i>z=L: ——CL"— {’l—- 9 (e-:;—e Tﬂ-e T—-t,)}

mit

2
(1.2.6) " =_l;_.




-6~

cu ist die Konzentration am Rohreingang.

Der Teilchenstrom ist in einem Diffusionsproblem propor-
tional dem Konzentrationsgradienten. Also

A2qy L ==D (Qciz,f) >z-_-L'

o

Und der Druckverlauf in B.z ist
¢
(1.2.8) p(t —_—g- fJ(L,t‘) dt .
o

Vist das Volumen von B:Z s «ﬁ der BOLTZMANN-Faktor,T die
absolute Temperatur.

Aus (1.2.5), (1.2.7) und (1.2.8) folgt fiir groBes t

(1.2.9) Fa(f) i /ﬁ’v_f- DLo: (4 _fo)

mit
T
(102.10) ‘to — T .
Somit kannﬁgund nach (1.2.6) und (1.2.2) auch T aus dem

Schnittpunkt der Asymptoten der Druckfunktion &({) mit der
Zeitachse berechnet werden (Figur 2).

Andere Theorien der Anlaufstromung

Die Berechnung der Verweilzeit nach CLAUSING [}é] wurde

von BURI [ié] kritisiert. Dabei geht es im wesentlichen um
die Frage, ob die Konzentration ¢ {iberhaupt voll zur Diffu-
sion beitrdgt. Nach BURI tun dies n&@mlich lediglich die Mole-
kiile, die sich im freien Volumen des Rohrs befinden. Die
Diffusionsgleichung heiBft dann statt (1.2.1)
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2
3 o n
(1.3.1) B_;L =D =1

n ist die Teilchendichte im Volumen.

Es ergibt sich dann eine zeitlich verdnderliche Diffusions-
konstante, und die Auswertung der Mekkurven wird wesentlich
komplizierter. BURI's Argumentation ist jedoch nicht liber-
zeugend. Beide Verfahren beruhen ja letzten Endes auf der
Annahme, daB die Anlaufstromung ein DiffusionsprozeB ist.

Priifungen der Giiltigkeit der Diffusionsgleichung

In Abschnitt 2. dieses Berichts wird gezeigt, wie man den
Gasstrom J (L,i) aus statistischen Uberlegungen ableiten kann.
Vorausgesetzt werden die Gliltigkeit des Cosinusgesetzes und
eine exponentiell mit der Zelt abnehmende Verteilung der
Verweilzeiten. Eine analytische Losung der auf diese Welse
aufgestellten Gleichung konnte nicht gefunden werden.

Auch die Monte-~Carlo-Simulation des Problems erweist sich
wegen der Bedingung L:£>Raals zu zeitaufwendig.

Bekanntlich ist Jjedoch die GAUSS-~Verteilung

N, 2
(1.4.1) C(z,f) = Z—;F,‘_?bf Lxp ("' ZE,D_{—)

die LYsung der Diffusionsgleichung (1.2.1) fir die spezielle
Anfangsbedingung, daB alle No Moleklile sich zur Zeit#=0 an
der Stelle z=0 befinden. In Abschnitt 3 wird die Verteilung
der Gasmolekille in einem Rohr unter Voraussetzung der gleichen
Anfangsbedingung durch Monte-Carlo-Simulation gewonnen und

mit der GAUSS-Verteilung verglichen.




2. Wahrscheinlichkeitstheoretische Betrachtungen

2.1. Unverzigerte Stromung im stationdren Zustand

Wir haben ein kreiszylindrisches Rohr mit der Lénge L una
dem Radius R, durch das die Molekiile strdmen, und wollen
die nur von z abhingende Auftreffdichte auf die Wand
ausrechnen, d.h. die Anzahl der Teilchen pro Zeit und
Fldche, die auf die Wand treffen. Wir nehmen auBerdem

an, daBl die Haftzeit an der Wand Null ist. Aus Symmetrie-
grinden kdnnen wir das Problem als eindimensional be-
frachten.

N

Die Auftreffdichte 7@ﬂ bestimmt sich aus der Summation der
Emissionsdichten p('£) mal der Wahrscheinlichkeit f(’?—z” dz,
daBB das Teilchen die Stelle f verldf3t und bei z auftrifft,
liber den ganzen Zylinder. Dazu muB man noch die Teilchen
addieren, die von der Uffnung kommen. Weil die Emissions-
dichte p bei der unverzdgerten Stromung gleich der Auftreff-
dichte ? ist, kOnnen wir schreiben:

L
2-1.1) (=) = [4(g) # (1Z2-=D4F +9q, F(=)-

Die Storfunktion % Fﬁ-.) beriicksichtigt die Teilchen, die aus
der Eingangsdffnung kommend direkt die Wand bei z treffen.
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7’ ist die Stromdichte in der Uffnung, und FﬁJist die
Wahrscheinlichkeit filir ein Teilchen, das die Wand verliBt,
eine Wegkomponente in der z -Richtung gréBer als z zurilickzu-
legen. Diese Funktion wurde durch eine geometrische Uber-
legung von CLAUSING [2] bestimmt und hat folgende Gestalt:

(2.1.2) F(z)zg((4+2(i%_)1)(1+€g_)l)'% —l"fﬁ'}-

Da8 der Term q, F(z) aie Auftreffdichte der von der Offnung
kommenden Molekiile darstellt, sieht man am besten im Gleich-
gewicht, da dann die Emissionsrate vom Wandelement durch
die Offnung gleich der Auftreffrate auf das Wandelement von
der Uffnung her sein muB.

Die Funktion fwél,d.h. die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir
ein Tellchen, eine Wegkomponente in der z -Richtung gleich
=z zurlickzulegen, wird von FT;) abgeleitet:

-

( . 15 Z| = - — D — - ey

Anlaufvorgang beil unverzodgerter Strdmung

Die Auftreffrate hidngt jetzt von der Zeilt ab.

Die Teilchen, die das Wandelement bei z zur Zeit ? treffen,
miissen dle Wand bei ; zur Zeit #- ‘—i\-;_f! verlassen haben,
wenn die Moleklile die Geschwindigkeitskomponente v in z -Rich-
tung besitzen.

Die Auftreffdichte q(z,7) ergibt sich aus der Summation der
Emissionsdichte bei;j? zum Zeltpunkt t- —7;5—1, also aus

P(g t- ,I—;Z—L ) mal der Wahrscheinlichkeit f (I?-al) Jf
mal der Wahrscheinlichkeit‘gfbo dr fiir die Geschwindigkeits-
komponente g in =-Richtung liber alle v und } . Dazu muB
man dann die Zustrahlung aus der Uffnung addieren. Weil bei
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unverzogerter Emission- r=1 ist, erh&@lt man
7(2,{)::

(2.2.1) L oo ©0
S a6 - ) gy tlizd 4 FE) ]zar) dv-
£ valrit Y/

Die Flugzeit 1 der Molekiile muB zwischen 0 und t variieren:
0fits f,' daraus folgen die Integrationsgrenzen fiir v-.

Fiir f>® miissen wir stationdre Stromung erhalten, d.h.
die Gleichung (2.2.1) muB in (2.1.1) {ibergehen. Wir miissen
also voraussetzen, daB

(2.2.2) /el;Vh 1(2, f) = q(z.) .

T
AuBerdem ist

(2.2.9) jt‘(\r) Ju-' =1,

Damit folgt tats#dchlich, daB (2.2.1) in (2.1.1) libergeht.

Anlaufvorgang bei verzdgerter Emission

Wenn die Emission verzdgert wird, milssen wir die Auftreff-
dichte ¢(2)£) von der Emissionsdichte r(z, t) unterscheiden.
Zwischen beiden besteht die Beziehung

.£.
(e.3.1) Pt = [q(=¢)g(t-1) d
t'=0

wobeil 3#‘f? die Wahrscheinlichkeitsdichte daflir ist, daB
das Teilchen die Zeit f‘f' auf der Oberflédche verweilt.

(2.2.1) geht jetzt durch Einfiihrung der Emissionsdichte
iber in




= T 3

9(=:¢) =
L e Fal _ o
coaf [ [ plE - bade 1frig Foo [ 4 dv-
2=0 "“‘"‘}F‘Z{/{ Z/f
Durch Einsetzen von (2.3.1) wirdfhiegi?s
L oa N
?(z,f)-.-_- / [2-a( [7(5"‘,)5({‘@"{? dt' Ay
sg ‘r=T 'l.:o

(2.343) f(ff—zD°’f+ 4 F(=) I A dv.

Fir den Gasstrom Jﬁﬂ,der das Rohr auf der Ausgangsseite,
also beil z=[ verl#Bt, d.h. fiir die in der Zeiteinheit
durch den Rohrausgang zur Zeit t ausstrdmenden Teilchen,
erhalten wir durch Summation der Emissionsdichten iber
die Wand des Rohrs mal der Wahrscheinlichkeit, daB die
Molekille die Ausgangsdffnung treffen, den Ausdruck

Incthres
Jt)=2eR [ [ p&t-S)Rerde FIZ)4E +

g 4l
(2.3) 4 B
g, Z‘rR/F'(z_)Jz f A@) dv.
z=L v=L/¢

Mit (2.3.1) geht (2.3.4) iiber in
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s

-n.-u-_.

will [ Trayeit-na
F=0 U"EL £ew
(2.3.5)

Ay de F(L=-Z)dE+ g, fF'(z)a/z f A ) oo
z=L u-=L/f

2.4, Zusammenhang zwischen Flugzeitverteilung und Strominten-
sitdt

Es sei,g(ﬁ)die Verteilungsdichte der Durchflugzeiten, d.h.
l‘ﬂ')lff sel die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein das ganze
Rohr durchfliegendes Teilchen zum Flug von Z=0 bis z=L
eine Zeit zwischen ? und 2‘+'{1L bendtigt. Ferner sei ¢

die Wahrscheinlichkeit darfir, dafl ein Teilchen, das beil

Z=0 1in das Rohr einfliegt, durch das ganze Rohr durch-
fliegt, d.h. dieses bei z=L (und nicht bei z=0) verldst.
¢ wurde schon von KNUDSEN (s. [2] )berechnet. Die erwarte-
te Stromdichte n(f) am Rohrausgang ist die mittlere Anzahl
der Teilchen pro Zeit und Fliche, die zur Zeit T beil

= ankommen. Sie ist gleich der Stromdichte an der
Offnung zur Zeit f-{h mal der Wahrscheinlichkeitsdichte

der Durchflugzeit {' integriert iber alle éfdes Intervalls 0
bis t’, mal der Wahrscheinlichkeit o dafiir, daB3 ein Teilchen
Uberhaupt den Rohrausgaﬁf erreicht:

iy ml) =e [q, (t-¢) 4D dE
0

Bei konstantem ¢ gilt also
(2.4.2) n@t) = o 9, f& (¢') {t = A K(f')

Hierin ist —&(f”die Verteilungsfunktion der Durchflugszeiten.
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3. Monte-Carlo-Simulation |

5.1. Simulation eines endlichen Rohrs

5.1.1. Zweck der Simulation

Das Problem war (siehe 1.) aus der I:itensitit der Stromung am
Rohrende die Verteilung der Wand-Haftzeit zu ermitteln. Hier-
zu widre das Integralgleichungssyvstem {(2.3.3), (2.5.5)} nach
q und 3 aufzuldsen. Da uns dies aber sowohl analytisch als
auch numerisch schwierig erschien, beschlossen wir, den physi-
kalischen Vorgang auf einem elektronischen Digitalrechner

(IBM 7090) zu simulieren, und zwar genau entsprechend unserer
Modellvorstellung. Durch Vorgabe verschiedener denkbarer Wand-
Haftzeit-Verteilungen wollten wir die entsprechenden Flugzeit-
verteilungen und aus diesen nach (2.4.2) Ausstromungsintensi-
téten'nﬁﬂ fir den Rohrausgang ermitteln. Diejenige Haftzeit-
verteilung, die fiir h@ﬂ die beste Approximation an die expe-
rimentell gemessene Ausstrdmungsintensitit ergeben hitte,
wollten wir als Ndherungsl&sung akzeptieren.

Eine andere MOglichkeit wire, direkt in die Integralgleichung
probeweise verschiedene Haftzeitverteilungen einzusetzen und
durch numerische Integration 7«})auszurechneg. Diese Methode
schlagen wir fir zukiinftige Untersuchungen vor. Wir verdanker
diese Anregung einer Diskussion in einem Seminar iiber Monte-
Carlo-Methoden an der Technischen Hochschule Miinchen.

3.1.2. Vorgang

Wir nehmen ein kreiszylindrisches Rohr von der Léngel_ und
dem Radius Fz, dessen Achse die X -Achse eines orthogonalen
Koordinatensystems ist. Die
Teilchen fliegen von A los

und erreichen nach ihrem

Ausgang B
Flug den Rohrausgang B oder

fliegen durch A zuriick.

ingang A

+) Es ist h(t): JG.‘)/(T RJ).
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Wir wollen z&hlen, wieviele Teilchen zu einer bestimmten
zeit B erreicht haben, und daraus die Verteilung der Flugzei-
fen bestimmen. Dazu verfolgen wir individuell den Flug jedes
einzelnen Teilchens, was zuldssig ist, weil die Teilchen
keine Wechselwirkung miteinander haben.

Wir nehmen an, die Teilchen seien am Eingang gleich ver-
1 1 e

teilt. Im Kreis x=L, yorz = R

wegen einen gleichverteilten Punkt. Danach wird eine Rich-

wlirfeln wir des-

tung erzeugt, die dem Cosinusgesetz entspricht, und eine
Geschwindigkeit, deren Verteilung die thermische Geschwin-
digkeitsverteilung ist. Damit macht das Molekill seinen ersten
Schritt. Wenn es schon durchfliegt, ist seine Geschichte zu
Ende. Die zum Durchflug bendtigte Zeit wird berechnet und
gespelchert. Andernfalls bestimmen wir die Koordinaten des
Auftreffpunktes an der Wand, wlrfeln eine Haftzeit nach
einer vorgegebenen Verteilung und dann eine neue Richtung

und einen neuen Wert der Geschwindigkeit. Beili jedem Schritt
wird die bendtigte Zeit berechnet und abgefragt, ob das Teil-
chen eine der beiden Offnungen erreicht hat. Die gesamte fir
den Flug gebrauchte Zeit wird gespeichert, wenn das Teilchen
durchgeflogen ist.

Als Verteilung der Haftzeit werden wir hauptsdchlich fol-

gende Funktionen annehmen: 1) konstante Haftzeit ¢ =,

2) exponential verteilte Haftzeit mit Dichte g (f) = :;' ""f’é‘tﬁ');
wobei % die mittlere Haftzeit ist.

3.1.3. Erzeugung der Ausgangswerte +)

In diesem Abschnitt bezeichne stets W, eine im Intervall
L
(06, 1) gleichverteilte Zufallszahl.

ra 2
Wir wollen zundchst einen im Kreis Y2+ z- £ Q o sl = 74

gleichverteilten zufédlligen Punkt finden. Man erzeuge das

Paar (w ), und es sei

1) Y4

(Badil) vy = 2q1—4) [ T S T B

+) Man vgl. hierzu [i] und [3].
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Wenn

(31.2)  Fre zD <9

so hat der Punkt folgende Koordinaten:

(3:1.-5) x= L 7=7R) Z:ER,

)

Sonst verwerfen wir das Paar und wlirfeln ein neues, bis die
Bedingung (3.1.2) erfiillt ist.

Die Richtungsverteilung gemdf dem Cosinusgesetz wird auf
folgende Weise erzeugt. Es sei die % -Achse die Normale zur
Fldche, aus der das Teilchen emittiert wird. Dann lauten die

Richtungscosinusse so:
. ' > —_— A'B.
5+ 1:4%) {41: ml‘a 34,»119} /Azz.fM(F.Mm\a', I’lg (4 2]
Hierbei ist (F gleichverteilt, und
(3:1:5) -F(w-) =20 in 0 < < 4} -F(w-):.O sonst

ist die Verteilungsdichte von &~ = (& 19-

Durch folgendes Verfahren erzeugt man Zufallszahlen mit der
Verteilungsdichte (3.1.5). Das Paar (h,, “1) wird gewiirfelt.
Wenn 4, E?!Jl,so ist e» V= uy,. Sonst wilirfelt man ein anderes
Paar. DaB u, die Verteilungsdichte (3.1.5) besitzt, sieht
man geometrisch ein:

i

(3.1.6) F@, =% u,kul)

a-':zp(blz é'uf:_-:x)_-_—,Q.izf =K




v
-1 0(2u| -1) 1 u,

Fine andere Siebmethode liefert uns Sinus und Cosinus eines
gleichverteilten Winkels, d.h. einen auf der Kreislinie xﬁylef
gleichverteilten Punkt. Man wilirfelt so oft Paare (4,, 4,),

bis die Bedingung (2qfﬂﬂl-+ H:' < 1 erfiillt ist. Der mit

dem letzten Paar gebildete Punkt mit den Koordinaten

g? = 2‘9' 7, =
ist gleichverteilt in xta 1151, Y 20. Projektion von x=y=0

aus auf die Kreislinie x14~11=1 ergibt

-~ 1 . u
(55 1T) hy = 2_:(1 , Ywmy = : 21 = .
J(2q;—7)2 + K:' V(l“'f"f) o danr

\IJ='f/2 ist gleichverteilt in 0€¢ €7 , also sind ey =

r.n’ra- SAZ-LT' und s«luf-‘- A oy .M)ut(/ Cosinus und Sinus eines

in 0 é‘ﬁ < 2% gleichverteilten Winkels ¢ - Man erh#lt

(3.1.8) emy = (24,-9% = vin o 2 (24,-1Tu,
<A 4 13 y= R —f=,

1

Der Vorteil dieser Methode besteht darin, daB man sich die
Berechnung der Funktionen s und sw« erspart. Man kdnnte
natirlich sofort gleichverteilte Zufallszahlen im ganzen
Kreis erzeugen (24,-7, 2u,-1, (zq’- f)l+(2a‘- 1)14‘1)] miiBte dann
aber zur Bestimmung von i« und «» eine Quadratwurzel be-
rechnen. Die Formeln (3.1.8) hingegen sind rational.

Die Gleichungen (3.1.4) liefern nun eine Richtungsverteilung,

die dem Cosinusgesetz in Bezug auf die z-Achse entspricht.
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Folgende Formeln entsprechen einer durchgefilhrten Transfor-
mation der =z-Achse in die negative x-Achse.

(f3.1.9) x = T Mg /3=/"9.> VAl

Nun miissen wir noch die Teilchengeschwindigkeit wilrfeln.
Die Verteilungsdichte ist
2
'mU‘)

A= 2 (Fe) o e (- 35

Wir missen deswegen die Gleichung
'3
m 2 ) ( mo—)
e = — -—-_-._‘_.0"+ —_——
(.3110) Uit T (9_“ 1.21»,0 TT

nach v aufldsen. 4 stellt, wie immer, eine in(q 7) gleich-
verteilte Zufallszahl dar.

Die Gleichung wurde iterativ mittels der "regula falsi" auf-
gelost. Zwecks Verbesserung der Approximation und Verklirzung
der Rechenzeit wurden die Werte y fiir u=01, 02, ..., 99
doppelt genau berechnet, gespeichert und jeweils ein passen-
der von ihnen als Anfangswert benutzt. Das Verfahren konver-
giert ziemlich schnell. Bei der Genauigkeit 16? genligten senr
oft weniger als 10 Iterationen. Nur bei sehr groBen oder sehr
kleinen Werten von u wurde die Konvergenz wesentiich langsamer
(bis zu 230 Iterationen). In 10 sec Rechenzeit wurde die
Gleichung flir 1000 Werte w aufgeldst.

3.1.4 Koordinaten des Auftreffpunktes +)
Die Zylindergleichung lautet yz-e-zlt=R% Eine Gerade durch

Po = (K“ Y, 2,) mit Richtung é(,(!,dr) ist

(3.1.11) L’:‘__ 9% .L__Z‘__ 2 ___'f_"_.zL)

x 7 T
wobel X das erste Mal im Intervall (-7 0) liegt. Darum ist der
Abstand

+) Man vgl. hierzu [5].
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(35 1is 12) G = ___%_ + {( g)l_ .F’: }2,

mit

—_ 2 2 2
P={32+fl; Q=F70+rz°’ I::yo-i-zo-—Q}

und die Koordinaten des ersten Auftreffpunktes sind

(F:151%) X4=X°+O(S) 74::' >/0+/2$) z-;:zo*‘fg'
Mit Hilfe der schon gewilirfelten Geschwindigkeit rechnen wir
die zu diesem Schritt bendtigte Flugzeit aus.

Sollte der Punkt F;
nur die bis zum Rohrausgang gebrauchte Zeit ermittelt, und
die Geschichte des betreffenden Teilchens ist zu Ende. Sonst
wiirfeln wir eine Wandhaftzeit, die zur schon berechneten
Flugzeit addiert wird.

auBerhalb des Zylinders liegen, so wird

Dann bestimmen wir eine andere Richtung, die dem Cosinus-
gesetz 1n Bezug auf die innere Normale zur Wand entspricht.
Ihre Komponenten lauten

(3.1.14) &= ﬂ=(—2,r,, - fs)/R) f"(yff‘f '-“-"f{"a)/h)

WObeifﬂlf&)/h durch (3.1.4) definiert sind.

Die Koordinaten des neuen Auftreffpunktes sind
(3.1.15) Xlzx”‘(-dg) YL:. )/11-{; S) '2L= 21+r$
mit «S = "5162//73-

Das Teilchen setzt seinen Irrflug fort, bis es zu einem
Rohrausgang gelangt. Die gesamte Flugzeit wird bestimmt

und gespeichert.
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3.1.5 Verteilungsfunktion der Flugzeit
Wenn wir den beschriebenen Prozefl fiir eine groBe Anzahl von

Teilchen wiederholen, kOnnen wir numerisch die Verteilungs-
funktion der Flugzeit ausrechnen. Es erhebt sich jetzt die
Frage, wie gut diese Anngherung 1st, oder, wieviele Teilchen
aus dem Rohrende kommen miissen, um die wahre Verteilungsfunk-
tion mit einer vorgegebenen Genauigkeit anzun&hern. Ein Satz
von KOLMOGOROFF gibt uns einen MaBstab, dies mit einer vor-
gegebenen Sicherheit zu entscheiden.

Der Satz lautet so (s. [7] , Seite 406):
1

Es seien T, T, ii..; 15, pen !
Werte einer Zufallsvariablen, und es seien f}, f;) TR in.

die durch Beobachtungen erhaltenen

dieselben Werte, aber nach wachsender GroBe geordnet. Zu die-
sen Werten gehort die empirische Verteilungsfunktion

0 & x €47

« x * ) -
(3.1.16) I:n'(x).= _.’51_ i flz & x = z‘kH, ke, 20, n-17
1

u f'
uf i‘n (K

Wenn die wahre Verteilungsfunktion Fji) stetig ist, so gilt

die Beziehung .
K(y) £u't y>0

(3.1.17) Liwm P-(\W S ]Fn(")'F("’}()’}"’ i S Y

n-> +0a0 W X < oo

wobel | oo ,& _ 21{1}(1
K(y) = Z_ ("7) <
A=-w

i8E."

Die Funktion K(y)findet man tabelliert: s.z.B. [7], Seite 516.
Mit Hilfe dieses Satzes kdnnen wir ausrechnen, wieviele Ver-
suche durchzufilihren sind, um mit einer vorgegebenen Sicherheit
einen vorgegebenen Fehler nicht zu Uberschreiten.
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Ein analoger Satz gilt fir den relativen Fehler.

Einige Werte findet man in der Tabelle 3.1.

Tabelle 3.1.

Sicherheit Maximaler Fehler Anzahl der Versuche
0.95 0.005 = 7> 984
G50 s >18 496
0.05 =T40
0.99 0.005 >106 276
0.01 =26 569
0.05 21 063 ]

3.1.6 Wahrscheinlichkeit des Durchflugs und Durchfiihrung

der Simulation
In [é] hat CLAUSING die Wahrscheinlichkeit P dafiir ausge-
rechnet, dafl ein Teilchen ans Rohrende gelangt. Fir ein

kreiszylindrisches Rohr gilt ndherungsweise

(5.1.18) p#-ﬁ—-—%.

Hierbei ist mit R der Radius und mit L,die Linge des Rohrs
bezeichnet. Flir K << L, d.h. bei sehr diinnem Rohr, wird P
sehr klein. In diesem Fall ist die Monte-Carlo-Methode
praktisch undurchfiihrbar.

Um M Teilchen zum Rohrende zu schicken, mlissen wir n&mlich
im'Mittel.yéaT@ilchen erzeugen. Bei einem dlinnen Rohr kommt
noch dazu, daB die einzelnen Schritte eines Teilchens sehr
klein sind und darum die Anzahl der St&fe an die Wand sehr
groB ist. Experimentell haben wir festgestellt, dafBl der Mit-
telwert des Wegs zwischen zwei Stéfen ungefdhr 2R ist. Dazu

kommt noch die filir diffusions- und irrflugartige Vorginge

charakteristische Eigenschaft, daf im allgemeinen ein Teilchen




;

nur sehr langsam sich von seinem Platz entfernt, da es
dauernd ziellos hin und her wandert.

Wir wollten ein Rohr mit M = VQOOO simulieren, und n=10000
Teilchen zum Rohrausgang schicken, um mit einer Sicherheit

von 95 % einen Fehler kleiner als 0.0136 zu begehen. Wir

hdtten also im Mittel % + 2000+ 70 000 Teilchen erzeugen

und fiir jedes Teilchen eine ungeheuer grofle Anzahl von
Schritten wlirfeln miissen. Der hierzu erforderliche Rechen-
aufwand erwies sich als nicht vertretbar, und wir gaben

diese direkte Simulation auf.

Simulation eines unendlich langen Rohrs

3.2.1 Zweck der Simulation

Wir wollen untersuchen, ob sich das Problem durch die Diffu-
sionsgleichung behandeln 188t, d.h. ob schon nach kurzer
Zeit eine Normalverteilung der von einer Stelle aus los-
fliegenden Teilchen zustande kommt, und ob diese sich ein-
stellt innerhalb von Werten der Zeit und der Linge, die
klein sind gegen die Linge L,des gegebenen endlichen Rohres
und die im Mittel zum Durchfliegen des endlichen Rohres be-
ndtigte Zeit. Der zentrale Grenzwertsatz legt die Vermutung
nahe, daB sich die Molekiile in Bezug auf den zurlickgelegten
Weg nach wenigen StdBen an die Wand normal verteilen. Be-
trachten wir aber die Sache nZher, so sehen wir, dafl die Vor-
aussetzungen des zentralen Grenzwertsatzes nicht erfiillt
sind. Es gibt ndmlich immer Teilchen, die im Vergleich zu
den meisten anderen Teilchen zu selten an die Wand stoBen
und deshalb diesen Voraussetzungen nicht geniigen.

3.2.2 Vorgang

Jetzt nehmen wir ein unendlich langes kreiszylindrisches
Rohr —eo < x {+w, yl-!- 2t < KJ; dessen Achse die x-Achse
ist, und lassen ein Teilchen bei der Abszisse x=0 losfliegen.
Der Irrflug des Molekiils l#uft so ab, wie wir in 3.1.2 schon
beechrieben haben, es wird allerdings nach einer gewlssen
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Zelit abgestoppt. Die vom Teilchen erreichte Abszisse wird:
ausgerechnet und gespeichert. Diesen Prdzefl wiederholen wir
fiir eine groBe Anzahl von Molekiilen, so daB wir die empiri-
sche Verteilungsfunktion der Abszissen bestimmen kOnnen.

Dann wollen wir durch den KOLMOGOROFFschen Satz die Null-
Hypothese untersuchen, daB diese Verteilungsfunktion eine
Normalverteilung ist. Der KOLMOGOROFFsche Test ist in 4.2
beschrieben. Um ihn durchfiihren zu kOnnen, missen wir aber
die Parameter der Normalverteilung kennen. Der Mittelwert

ist offenbar t‘=65weil der Irrflug symmetrisch ist, die
Schwierigkeit entsteht aber bei der Bestimmung der Varianz €& .
Sie ist besonders wichtig, weil sie uns Aufschlufl iber die
Linge gibt, innerhalb der die Normalverteilung zustande kommt,
und weil wir durch sie die Diffusionskonstante l)(falls es
sich um einen DiffusionsprozeB handelt) bestimmen k&nnen.

Es ist

2
(3i2.1) P.= -—gz_— )

wenn mit f die seit dem Abflug des Teilchens verstrichene
Zeit bezelichnet wird.

%.2.% Bestimmung der Varianz der Abszissenverteilung

Aus den beobachteten Werten konnen wir mit einer gewissen
Sicherheit ein Vertrauensintervall fiir die "standard devia-
tion" € berechnen. Nimmt man fiir 6 die iibliche konsistente

Schidtzung
1}4/2

n
S .= %%(’4“(“)

so gilt folgender Satz (s. [5], Seite 344):

Unter der Annahme, daB die a-priorische Verteilungsdichte ?(5")
eine beschridnkte erste Ableitung besitzt und (p(.s)#:o ist,
konnen wir unter Vernachlédssigung von GréBen der Ordnung 1/??{

behaupten, dafl bei gefundenen MeBwerten A}j Xg) vev) Xy
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und gegebenem Mittelwert f‘ mit der Wahrscheinlichkeit

0 Fiift sl
3891 oA v dt
( ) = gfe
die Ungleichung

z Z
(3.2.2) so(1-%) <6< s (10 F)
gilt.

Beim KOLMOGOROFFschen Test ist die GrioBe
Q = ‘sh sA.uF ’F;‘(") ~ F(")I

- < x < +%
entscheidend. Wir bestimmen durch den zitierten Satz das Ver-

trauensintervall fiir Gf, das der Sicherheit 99 % entspricht.
Innerhalb dieses Intervalls wollen wir dann den Wert 61;*
heraussuchen, flir den die GrodBe O minimal wird. AuBerdem
suchen wir in f?O,nicht beschrénkt auf.das Vertrauensinter-
vall, den Wert ¢ , dem das kleinste @ iiberhaupt entspricht.
Wir mbchten, daB diese zwei Werte libereinstimmen oder wenig-
stens nicht welit voneinander entfernt liegen.

Wie sich bei unseren Rechnungen herausstellte, liegt aber Gjm
links auflerhalb des Vertrauensintervalls.

Diese Feststellung filhrte zu folgenden Uberlegungen. Da die
Varlianz quadratisch von den Abszissen abhéngt, tragen die sehr
welt fliegenden Teilchen besonders stark zu ihrer GroBe bei.
Bei der Auswertung der empirischen Verteilungsfunktion haben
hingegen alle Molekiile den gleichen EinfluB. Um die Abwei-
chung von einer Normalverteilung festzustellen, kann man so
vorgehen: Man 1848t schrittweise einen immer grdéfieren Prozent-
satz der Teilchen, die "AusreiBer", weg und wendet auf den
Rest der Teilchen den KOLMOGOROFFschen Test an. Durch dieses
Vorgehen ndhern sich die Werte s‘m und 6': einander, bis beide
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im Vertrauensintervall liegen und einander gleich sind. Ver-
nachldssigt man nun noch mehr Teilchen, so entfernen sich die
beiden Werte wieder voneinander; jetzt liegt aber der Wert &), )
dem das minimale C? entspricht, rechts auBerhalb des Vertrau-
ensintervalls. Im ersten Fall sind die Schwé&nze der empiri-
schen Verteilung zu lang, im zweiten werden sie zu stark ab-
geschnitten.

Man betrachte jetzt den kleinsten und den gréBten Wert (Sih
der Standardabweichung, die noch im Vertrauensintervall liegen.
Das sind die Grenzen des Intervalls _lé, das wir nun wohl mit
guter Sicherheit als ein Intervall ansehen kdnnen, in dem der
wahre Wert & liegt. Wenn der KOLMOGOROFFsche Test in diesem
Intervall gute Ergebnisse liefert, sagen wir folgendes aus:

Unter Vernachlédssigung eines gewissen Prozentsatzes von Teill-
chen (ndmlich derjenigen Teilchen, die zu weit fliegen) ist
die Verteilung normal und die Standardabweichung 6’liegt im

Intervall 'I
o

Wir erhalten so auch ein MaB flir die Genauigkeit unserer

Rechnungen.

3.2.4 Numerische Ergebnisse

Die Resultate dreier Simulationen sind in Tab. 3.2 - 3.4 dar-
gestellt. Wir simulierten jeweils 10u Teilchen und stoppten
den Flug jedes Teilchens zur Zeit t,; , die im 1. Fall

0.3 ¢ 1077 sec,i im 2, Fall 0:6 .. 10Jh sec, im 3. Fall 1.2 - 10 ' sec
betrug. Dies entspricht im Mittel ungefdhr 25, 50 oder 100

StoBen an die Wand. Die Wandhaftzeit wurde als exponentialver-

teilt mit Mittelwert T = 10—6 sec angenommen. Es wurde der
SHARE-Zufallsgenerator RDM (beschrieben in [é]) verwendet.

Im Kopf der Tabelle 3.2 bedeutet wdie Anzahl der weggelasse-

nen Teilchen, mit w ist jeweils die fiberschreitungswahrschein-
lichkeit bezeichnet. Es ist

n=40000~w5 D, = tup }F;(’U'FE”,J CRaR T

hax
-00 L¥ L4000

Mit L (99 %) ist das 99 %-Vertrauensintervall fiir & bezeichnet.
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Jedesmal ist eine gleiche Anzahluvivon.AusreiBern in nega-
tiver und positiver Richtung weggelassen.

Die Erzeugung der 10 000 Abszissenwerte x und ihre Sortie-
rung der GrdBe nach erforderten eine Rechenzeit von unge-
fdhr 90 min (IBM 7090, programmiert in FORTRAN II).

Als Intervall & erhdlt man ndherungsweise (0.187, 0.201) bei
Vernachldssigung von 5 % bis 9 % der Molekiile. Als wahren
Wert der Standardabweichung nehmen wir also &= 0 19¢ 1 0.007
an. Der relative Fehler Z/79% ist ungefshr 3 %.

Bei 6°=0, 190 ist @= 1,052 und U= P{@ > ’1.052}:3 20
D.h. durch das Abschneiden von 5 % bis 9 % der AusreiBler er-
halten wir eine recht gute Normalverteilung. Andererseits er-
halten wir fir die vollsténdige Verteilung (ohne Vernachlidssi-
gung von Teilchen;w-=0) die Werte

fm*: 0,26+, @(s-;h*);:-:s‘.os; 73(02-5‘.05‘)«:3'70”*)

e =~ 0212, 0(s,)=71%, P(O=q16)~02107"%

Im Falle einer Normalverteilung widren dies extrem unwahr-
scheinliche Resultate.

Zu Kontrollzwecken flihrten wir die ganze Simulation fir

24
'Q”J-=o-5'7o ein zweites Mal (mit einem anderen Zufalls-
generator, RANDM, ebenfalls in [SJ beschrieben) durch und

erhielten dhnliche Ergebnisse.

Diskussion dés Ergebnisses

Die durch die Monte-Carlo-Mathode ermittelte Verteilung der
Molekiile, die zur Zeit £=0 von einem vorgegebenen Punkt eines
unendlich langen Rohres ausgegangen sind, weicht nach Ablaufl
einer gewissen Zeit t von der erwarteten Normalverteilung ab.
Im speziellen Beispiel war t=12170"%ec bei einer mittleren
Verweilzeit an der Wand von.f.szdﬁm. Im Mittel erlebte je-
des Teilchen etwa 100 StdBe mit der Wand.

Das Ergebnis 1ldBt sich so interpretieren, dafB die Moleklile
zwel Gruppen bilden, von denen die eine (& 91 % bis 95 %) eine

——
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Normalverteilung hat; die zweitg (=5 % bis 9 %) besteht

aus "AusreiBern", die groBe Wegé zuriickgelegt haben.

Die Zeit f ist allerdings sehr kurz, verglichen mit der
mittleren Aufenthaltszeit ZE;Z~RL eines Molekﬁls im Rohr,

die sich nach CLAUSING []8] fiir das obige <, R= o5 ﬂ?‘lcm)
L=20 w,T=300°K und das Molekulargewicht M=21p ergibt.

Die drei durchgefiihrten Simulationen mit verschieden langen
Flugzeiten tL&J zeigen, daBl sich der Mindestanteil der Mole-
kiile (5 %), die zu weit fliegen, mit wachsender Zeit nicht
verkleinert, dagegen zeigt die obere Grenze mit wachsender

Zelt eine fallende Tendenz (12 % fiir t]xuf 2047 0 10-)L sec,

12 %4 fiir él*d = 0.6 - 10_“ ghc, D8 TP Teal.cdal i 10—1i sec).
Wie groBl die Abweichung einer reellen Molekularstrdmung von der
Diffusionsgleichung ist, 1ldB8t sich aus diesen Werten nicht er-
kennen. Fiir einen "random walk"-ProzeB ist jedoch die Ab-
weichung von der Normalverteilung nach im Mittel 100 StdBen

in diesem Fall extrem hoch. Wir vermuten daher, dafBl die Ab-
weichungen von der Diffusionsgleichung zumindest in der
“gleichen GroBenordnung liegen.

In unserem Ansatz stecken ja noch weitere Unsicherheiten, die
eine VergrofBerung der Fehler bewirken. Einmal wurde von DAVIS,
LEVENSON und MILLERON [li] gezeigt, dafl das Cosinusgesetz der
Emission von Molekiilen von der Wand in vielen F&llen nicht
gut erfiillt ist. Die Abweichungen, die sich dadurch gegen-
liber Rechnungen ergeben, die unter der Annahme des Cosinus-
gesetzes durchgefiihrt wurden, betragen mehrere Prozent. Zwei-
tens ist das exponentielle Verteilungsgesetz der Haftzeiten

g@® = 3 Do 174

aus rein statistischen Uberlegungen abgeleitet und experimen-

tell noch nie genau nachgepriift worden.

Aus all diesen Punkten ziehen wir den SchluB, daB die Methode
der Bestimmung der Verweilzeit nach CLAUSING auch unter Auf-
wendung der besten zur Zeit verfiigbaren experimentellen Metho-
den nur gréBenordnungsmidBig richtige Werte fiir ¥ liefert.
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L. Tests

4.1. Allgemeines

Bel Monte-Carlo-Simulationen ist die Erzeugung von Zufalls-
zahlen mit guten statistischen Eigenschaften sehr wichtig. Ein
schlechter Zufallsgenerator kann in die Resultate systema-
tische Fehler hineinbringen. Wir haben deshalb unseren Zufalls-
generator sorgfédltig gepriift (s.[s]). Bei den im hier vor-
liegenden Bericht durchgefiihrten Simulationen wurden durch
komplizierte Rechnungen aus den erzeugten Zufallszahlen

ganz spezielle Verteilungen realisiert, die wir auch teste-
ten, um uns zu vergewissern, daB die angewandten Methoden

die Simulation nicht verfidlschen. Speziell haben wir die
Geschwindigkeitsverteilung und die Richtungsverteilung un-
tersucht.

Geschwindigkeitsverteilung

Dieser Test hatte hauptsidchlich den Zweck, festzustellen,
ob das numerische Losungsverfahren der Gleichung U = H(V?
(siehe 3.1.) Fehler in die Simulation hineinbringt.

Dazu haben wir den KOL"OGOROFFschen Satz (s. 3.1.5) ange-
wandt. Zum Test der Null-Hypothese, ob eine Zufallsvariable,
deren empirische Verteilungsfunktion fi(x)bekannt ist, eine
bestimmte stetige Verteilungsfunktion F(x) besitzt, verfihrt
man so: Man bestimmt die Gro&Be

O =MW p | R Fo

—-—0g £x <+v0

und erhdlt @=€, . Hierbei ist m die Anzahl der Versuche
(bzw. der vorliegenden "MeBwerte"). Aus einer Tabelle (s.[fl,
S. 516) ermittelt man die Uberschreitungswahrscheinlichkeit

I

(4.2.1) P (0= g) 14— K (9).

Ist diese ziemlich groB, so nimmt man die Null-Hypothese an,
sonst verwirft man sie. Es ist {iblich, sie zu akzeptieren,
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wenn P2 5 % ist. Die Werte, die den Schwellen 5 % und 1 %
entsprechen, sind

Q=12 {4 P=gx
4.2.2
( ) 9, = 1.63 ¢ P= 1/
Wir erweiterten den KOLMOGOROFFschen Test zu einem){zl Test.
Die Gr‘dBe@ kann nur positive Werte annehmen. Zwecks Be-
stimmung der Klassen des /{2 -Tests teilten wir die positive
Achse in 10 Intervalle ein, derart, daB die Wahrscheinlich-
keit dafir, daB @ in ein bestimmtes Intervall hineinfdllt,
ungef&hr /49 ist. Der KOLMOGOROFFsche Test wird N mal wie-
derholt. Wird mit m. die Anzahl der im Intervall y, <y <y,
liegenden Werte @ bezeichnet, so ist

2 10 {m; - N K(y.)~ K(}’;_,))Jz

(#.2.3) = % N ( Ky.)- K(r,-,))

Tabelle 4.1. zeigt die Ergebnisse. Man sieht auf den ersten
Blick, daB zuviele Werte ins erste Intervall fallen, d.h.
dafl die Verteilung besser approximiert wird als zu erwar-
ten wdre. Ahnliches ergab sich aber auch beim Testen des Zu-
fallsgenerators auf Gleichverteilung: es liegt deswegen am
Zufallsgenerator selbst, oder, wie wir vermuten, daran,

daB die Anzahl n =50 der Versuche zu klein ist, d.h. daB n
zu klein ist, als daB man in (3.1.17) den Grenzfall n —> ©o
als realisiert ansehen konnte. Man vgl. hierzulé], S BT el

Richtungsverteilung

Bihyl y%-Test

TA)
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Wir betrachten eine Cosinusverteilung in Bezug auf die

=z -Achse. Der Winkelt muB im Intervall (0, 2w) gleich-
verteilt sein. Der Winkel‘a'muﬁ so verteilt sein, daB

die Zufallsvariable d%tﬂoﬁ%) deren Werte im Intervall (0, 1)

liegen, die Dichte

(%.3.1) f(w) = 2

hat. Ein K?-Test der fUr die Simulation erzeugten Richtungs-
vertellung lieferte ganz befriedigende Ergebnisse (s. Ta-
belle 4.2.). Jedesmal wurden 100 Werte y und 100 Werte A%
"gewlirfelt". Das ?-kaervall (0, 2¢¥) wurde in 12 gleich-
grole Teilintervalle, das w -Intervall (0, 1) wurde in 10
gleichgrofle Teilintervalle zerlegt.
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Xl Anzahl der Werte & die in die Intervalle (y )

i - Intervall fallen (j=1, 2, o, 10), Y0 =00 4
(1%?'2?5%) 22 13 10 6 8 11 4 5 12 9
(o?¥%120.5%) s 14 15 6 7 6 4 11 y 11
(0?86?35%) 28 4 12 12 7 12 10 3 6 6
(5%?'I8%) 20 12 11 14 10 8 6 6 8 5
(o?uéfgs%) e 9 <13 7 9 14 5 5 2
TN THRE 10 ety iy 7 11 6 6
(0?26?35%) 27 11 8 11 12 8 7 3 6 7
(0?06?35%) 26 8 14 11 1551 7 5 5 7 6
(5%?'?8%) 21 10 12 12 6 4 8 9 8 10-
(0?06?35%) 27 9 8 7 12 11 9 6 5 6

)2_1 0 0.58 0.65 0.71 0.77 085 0.90 0.98 1.08 1:25
AI(K;*’Q-) 1150457 9.96" - 975" 10.09 “ 9. 74 10.35- 10,07 9.82::¢9,68% 9:70

Tabelle 4.1
Test der Geschwindigkeitsverteilung

Die Anzahl der Versuche flir jede Bestimmung von @ ist n=X50,

B
die Anzahl der Bestimmungen von @ist N=100. Fiir l hat
man 9 Freiheitsgrade, " bedeutet die Uberschreitungswahr-
scheinlichkeit.
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2 . 2 =
x, . G :
12.8 0%y L 40 % 4 4o %
8.0 70 % <o < 80 % .6 60 5 <w < 70%
9.4 b0 gL 50% 10.5 30 %
13.3 20 <o < 30% 4.8 8oLy £ 90%
17.8 534 & 10 % 6.2 70 3L & £ 80 %
14.5 20 % 3.3 9% %
21,7 2.5 % 5.1 80 <’ £ 90 %
17s1 105<€u < 20 % 4.2 90 %
9.4 50 % & & £ 60 % 12.5 108 < 208
13.0 30 % 749 50 6 <w & 60 %

Tabelle 4.2
Test der Richtungsverteilung

- 9
W= {lberschreitungswahrscheinlichkeit. X, hat
11 Freiheitsgrade, )[ hat 9 Freiheitsgggde.

4.3.2 Simulationsbeispiel zum Cosinusgesetz
Man betrachte eine kreisfdrmige Blende, von der Teilchen dem

Cosinusgesetz gemdB losfliegen. Wir wollen durch Simulation
ein Vertrauensintervall ermitteln fiir die Wahrscheinlichkeit,
daB ein Molekiil eine zur Blende parallele kreisformige Schei-
be erreicht; die Verbindungsstrecke der Mittelpunkte von
Blende und Scheibe stehe senkrecht auf beiden. Dies ist ein
geometrisches
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Problem, nur die Richtungsverteilung der Teilchen spielt eine
Rolle. Wir verdanken den Hihweis auf dieses Beispiliel Friulein
H. SCHULZE. Seine exakte LUsung (man vgl. Eéj) lautet

J L2+ Ri)+/_‘2(ﬂf- RI)" -~ L - L"’(R:“— Rf)‘
SO+ 2 (RERD)+ CA(RI-R7) + L=L7'(R)-R;)

Der Vergleich von P]ﬂit dem Vertrauensintervall ist

ein Test fir die Qualitdt der Simulation des Cosinus-
gesetzes.

(4.3.1) r=

Der physikalische Prozef 148t sich sehr einfach simulieren;
und man erhdlt als Schétzwgrt fir die unbekannte Wahrschein-
lichkeilt das Verhdltnis ra der Anzahl der angekommenen
Teilchen zur Anzahl der abgeflogenen Teilchen. Der wahre
Wert p liegt dann mit von 2 abhdngiger Sicherheit né&herungs-
weise innerhalb der Grenzen

* 1 .2 * * 1 .2 1/2
Prrda Y (P1-pUn+ 7 g
i s o 32"

(4550 r+_ =

Man vgl. [9], Seite 30. Fiir die Sicherheit 99 % ist 9=#2.58.
Die Ndherung (4.3.2) ist gut brauchbar, wenn ,*n‘i'ﬁ- und (1—,77#2?-
ist.

Das Experiment haben wir fiir 10 000 Teilchen, K, =7, k;_:-é)
[.=20 durchgeriihrt und benstigten dafir 2' 11" Rechenzeit.

Es ergab sichp = 0.03779. Das der Sicherheit 99 % entsprechen-
de Vertrauensintervall ist 0.05597<:r-< 0.03%969. Der theore-
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tische Wert gemdB (4.3.1) istr==(L0385. Man hat also gute
ibereinstimmung.

Durchflugswahrscheinlichkeit

Die Durchflugswahrscheinlichkeit P eines Teilchens, das dem
Cosinusgesetz folgt, wurde flir ein kreiszylindrisches Rohr
vom Radius R und von der Linge L von CLAUSING (s.[2]) be-

rechnet. Ndherungsweise ist

p= 1-2o {9’-23-1- (Ll-)_Rl)\/Ll+¢R)‘ —Lg}d—o('f-

3L
(4.4.1)
Ml {LF =L JIP+4R +z€1},
wobeil 2
LB L] - cﬁ){@-@m(k/df + (1-)
@-&*- (1-1p) (-0 4L B+l 4R}
[(1-0)* + £(R/)*} 772 (R4 ¢ (R}
(4.4.2)

_ 2Ry
IL+2R(7

of wurde so gewidhlt, daB (4.4.1) fiir lange Rohre (J/Z/[- << 7)
in

(4.4.3) r ~ —

iibergeht.

Diese Wahrscheinlichkeit haben wir fiir einige Verh&dltnisse
sowohl durch Simulation geschdtzt als auch gemdB obiger Formel
berechnet. Es ergab sich gute Uibereinstimmung.
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Flir Diskussionen danken wir Herrn Dr. E.W. Blauth und
Herrn Dr. F. Hertweck, IPP Garching, sowie Herrn

Dr. J.N. Chubb, Culham Laboratory, England. Fiir Mit-
hilfe bei den Programmierungsarbeiten und Durchfiihrung
numerischer Rechnungen auf der Garchinger IBM 7090 danken
wir Frau H. GeiBler und Fridulein C. Raschewa.
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